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1 Introduction

Dans ce chapitre, on donnera des rappels sur les propriétés essentielles des nombres réels ainsi
que les inégalités classiques qu’on utilise généralement dans la résolution des problémes d’olym-
piades. On étudiera aussi quelques équations et inéquations fonctionnelles. On présentera des appli-
cations appropriées des différents résultats. Elles sont accompanées d’exercices corrigés, et regroupés
par thémes. On terminera par des problemes d’entrainement tirés des différentes compétitions qui
ont lieu de par le monde, ainsi que le sujet qui a été posé aux olympiades de mathématiques O2A-
2010, ENSAM, Meknes.

2 Propriétés de I’ensemble des nombres réels

2.1 Encadrement, Majorant, Minorant

R est archimédien :Vz € R, Vy > 0, In € N tel que ny > x.
Autrement dit, en se déplacant sur la droite réelle et en faisant des bonds de longueur y fixé, on
peut toujours dépasser n'importe quel nombre réel arbitrairement choisi .

Théoreme : Toute partie E de R, qui est non vide et majorée admet un plus petit majorant noté sup E et
appelé borne supérieure de E.

sup E se caractérise par :

)V € E, x <supE, (i.e. sup E est un majorant de E)

ii)Ve >0, dx € B, © >supFE —¢, (i.e. sup E — e n’est pas majorant de E).

De facon analogue, si E est une partie non vide et minorée de R, on définit la borne inférieure inf E de E
comme étant le plus grand des minorant de E, qu’on peut caractériser par :

)Vre FE, x > inf K

ii)Ve >0, Jr € E, x <supFE +e.

Remarques : 1) Le fait que R soit archimédien traduit le fait que I'ensemble N n’est pas majoré dans R.
2) Sisup E € E (respectivement inf E € E), alors on parle du plus grand (respectivement plus petit)

élément de E et est aussi noté max E (respectivement min E).

Exercices : 1) Déterminer le meilleur encadrement de Z = z? — 2zy — 2y pour z,y € [1,3], (i.e.
celui de plus petite amplitude. Indication : remarquer que Z = (z — y)? — 3y?).

1
2) Soient z et y deux réels tels que |z| < 3 et |y| < 1. Montrer que

17
4oty —y—z| < —
4"y —y xl_lﬁ

(Indication : vérifier que [42%y —y — x| <1 — 4|z|* + |z]).
3) Soit a,b € R tel que 0 < a < b. On considére 'ensemble

jo {g + 2/ (@) € [0 b}

Donner le meilleur encadrement des éléments de E.



Probléeme 1 : [2]. On partage 'ensemble {1,2,..,2n} en deux partie {ai,..,a,} et {b1,..,b,} tels

queb; > by > ... > b, et a1 <az < ... <ay, Montrer que Z la; — b;| = n?.
i=1
Solution : On va montrer que pour tout 1 < i < n,on a : sup(a;, b;) € [n + 1,2n] et inf(a;, b;) €
[1,n]. Supposons que 3k tel que sup(ax,br) < n. Lintervalle [1,sup(ax,bi)] contient les éléments
ai, .., ay et by, .., b, qui sont en nombre n + 1, ce qui est impossible puisque [1,sup(ag, bx)] C [1,n].
De méme on montre que inf(a;, b;) € [1,n], i = 1,..,n.
On a |a; — b;| = sup(ay, b;) — inf(a;, b;), donc

Z la; — b;| = Zsup(ai, bi) — Zinf(ai, b;)
i=1 i=1 i=1
Orona {sup(a;,b;) /1 <i<n}=[n+1,2n]et{inf(a;,b;) /1 <i<n}=][1,n], donc
> sup(aib) =Y (n+i) et Y inf(a;,bi) =) i
i=1 i=1 i=1 i=1

n
d’ou Z \ai — bz| = n2.
i=1

2.2 Partie entiere

Théoreme et définition : Pour tout réel x, il existe un plus grand entier (noté E(x) ou [x]) qui lui est
inférieur ou égal. Ceci se traduit par la double inégalité : E(z) < x < E(x) + 1.
E(z) s’appelle partie entiere de x.

Remarque : Si z est un entier, alors F(z) = x.

Exercices : 1) Montrer que pour tousréelsz,y € R,ona: E(z +y) = E(z) + E(y) +r, r € {0,1},
et que sil'un d’eux est un entier, alorsona : E(z + y) = E(x) + E(y).

2) Résoudre dans R 1’équation E(—z) = —E(x).

3) Donner I’entier le plus proche a un réel = au sens de la distance dans la droite réelle.

4) Soit a,b € R tel que b — a > 1. Montrer que [a, b|N Z # (). (Indication : considérer [a] + 1, [b] ou
[a] + [b — al).

5) Soit A = {z — E(x) / x € R}. Déterminer inf A et sup A.

6) Pour tout n € N¥, on pose E,, = {k + % / k € N*}. Monter que

inf(E,) = min k+ ﬁ)

kE{E(ﬁ),E(\/ﬁ)H}( k

7) Comparer les nombres [v/n + vn + 1], [V4n + 1], [V4n + 2] et [V4n + 3].

Solution de 7) : Posons k = [V4n+1].Ona k < v4n + 1 < k + 1 et par suite +1<4n+2<
(k + 1)® + 1. On ne peut pas avoir (k + 1)? < 4n + 2 < (k + 1) + 1 car les deux entiers (k + 1)
et (k 4+ 1) + 1, étant consécutifs, on aura (k + 1)? = 4n + 2 ce qui est impossible. On déduit que
k? <k*4+1<4n+2 < (k+1)? et par conséquent [v4n + 2] = k.



On montre de méme que [vV4n + 3] = [V4n + 2].

Montrons que [v'n + 1 + v/n] = [V4n + 1]. Posons k = [V4n + 1].

Des relations suivantes (vn+ 1+ vn)? = 2n + 1 +2y/n(n+1), 4n+1 = 2n + 1 + 2n, et
dn+3=2n+1+2(n+1),ondéduitquedn +1 < (Vn+1+4+vn)> <4n+3dottk < Vian+1 <
Vn+1+vn<Vin+3<k+1,ils’ensuitque vn+1++/n=k.

8) Soient x € R etn € N*. Montrer que [M] = [z] et [m] = [{]
n n n
Solution : De n[z] < nz < n[z] + n, on a (la fonction [.] étant croissante) n[z| < [nz] < n[z] + n et
par suite [z] < < [x] + 1, donc [T] = [z].

En remplagant « par —, on obtient la deusiéme relation.
n

10"
Probléeme 2 : [2]. Montrer qu’il existe un rang p a partir duquel, I'équation [—] = 2010 admet au
x

moins une solution x dans N.

Solution : On sait que pour tout z € N, on a

10" 10" 10" 107 10" 10"
—] =201 2010 < — < 2011 < <z < —, (di i
[x] 010 < 2010 < < 0 5017 <%= 5310 © 3011 =% < 5010° (dire pourquoi)
10" 10" 10"
—] =2010 <= - > 1< 10" > 2010 x 2011
=] 2010 2011 = =S

On peut prendre p = 8.
Probléme 3 : [2]. Résoudre dans R 1’équation : [z%] = [z]*.

Solution : On pose [z] = k.On a
[2%] = [2]* & o € [F*, K* + 1[& |a] € [k, VE2 + 1[& z € [[k|, VE? + 1[U] — VK> + 1, — K]}, k = [z].

Donc si z est solution de 1'équation, alors 3k € Z tel que z € [|k|, V k2 + 1[U] — V k2 + 1, —|k[].

Réciproquement, soit k € Z, etsoitz € [|k|, Vk? + 1[U] — VE? + 1, —|k|].

Dansle cas z € [|k|, Vk?>+1[,ona |k| <z < VEk?+1 < |k| + 1 d’out [z] = |k|. D’autre part on a
2 € [ k% 4+ 1[dou [2?] = k* = [z]°.

Si maintenantz €]—\/k? + 1, —|k|], alors z = —|k| est solution, mais dans le cas x €]—/k? + 1, — k],

ona [z] = —|k| + 1 et [%] = k* donc = n’est pas solution.
Conclusion I'ensemble des solutions est S = Z U( U In, vVn? +1])
neN

5
Probleme 4 : [2]. Résoudre dans R 1’équation : Z[Q’x] = 12345.
i=0
Solution : On a 2z — 1 < [2’30] < 2%z, i = 0,..,5. En sommant terme a termes, on obtient
60 3
(25 — 1)z — 6 < 12345 < (2% — 1)z, d’ot1 195 + 53 =@ <196+ . llen découle que [z] € {195,196}.



5
lier cas : [z] = 196. On a alors [2'z] > 2°.196, i = 0,..,5 d’oi1 12345 = 2[2%] > 196.(26 — 1) =
=0
196 x 63 = 12348, ce qui est impossible.

2ieme cas : [z] = 195.On a 195 < z < 196, 390 < 2z < 392, 780 < 2%z < 784, 1560 < 2%z <
1568, 3120 < 2%z < 3136, 6240 < 2°z < 6272, d’out [z] = 195, [2'2] < 391,[2%2] < 783,[2%2] <
5

1567, [2%2] < 3135, [2°z] < 6271, et par consequent Z[T:p] < 12342.
i=0
Conclusion S = .

Exercice. Soit (n,z) € Nx R.

1) Montrer que: 3lp € Z, pl0™" <z < (p+1)107".

2) Donner une approximation décimale par exces et par défaut de x a 10™" pres.

3) Soit x = xp, x1x9... ER—D, 29 € N etz; € {0,1,..,9}, i > 1.

i) Exprimer z; en fonction de p et des puissances de 10.

ii) Soit m € N. Montrer que [v/m? + m] = m et [10/m? +m]| = 10m + 4 et donner le premier

chiffre apres la virgule du nombre \/m? + m. Appliquer au cas m = 1.

2.3 Récurrence

Principe de récurrence : Soient Py, P, ..., P, ... des propriétés mathématiques. On suppose que :
i) Py est vraie,

ii) Pour un n € N quelconque, si P, est vraie alors P, est vraie aussi.

Alors, toutes les propriétés P, sont vraies.

Une application simple de ce principe est la définition d’objets mathématiques par récurrence : si
on définit un objet x( puis si, pour chaque entier fixé n, on donne une maniere de définir I'objet x,, 1
a partir de 1'objet x,,, alors les objets x,, sont bien définis pour tout n. On peut, par exemple, définir
la suite uy,+1 = sin(uy,), Vn > 1etug € R.

Probleme 5: [2]. Soita,b € R tels que a < beta+ b > 0. Montrer que

1< ab 1 -
V(zi)i<i<n, — i > ;
(@hsis nZZ;JU_CL—H)+n(a+b)Z;JEZ

Solution : On va raisonner par récurrence sur n. Le cas n = 1 découle du fait que
22— (a+b)x+ab< 0, Vo € [a,b].

Soit n € N*, et supposons 'inégalité vraie pour n — 1 et montrons la pour n.

22 n-l Zﬂ_ll x?
; — == 11 s’agit alors de montrer que
a—+b + ; i a+b & 1

Considérons la fonction f(z) = = —

:E2

ab ab
S ' . . . s o .
flxn) A pn Pour cela on introduit la fonction g définie par g(z) = = s g admet

a+b

comme minimum sur [a, b], d’ol1 en utulisant 'H.R

ab ab ab
+

> — = .
f(xn)_aer a+b(n 1) aern

5



Probléme 6 : [1]. Soient x1, .., z,, des réels strictement positifs. Montrer que

Solution : On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 étant immédiat, supposons l'inégalité
vraie pour toute famille de n — 1 réels strictement positifs, et soient 1, .., z,, > 0. Quitte a réordonner

les n éléments, on peut supposer que z; > x,, Vi = 1,..,n. Appliquant 'H.R a z1,..,2,—1, on
. . . 1 o .
s’appercoit qu'il suffit de montrer que (z,—1 — z,)(— — —) > 0, qui découle du fait que z; > z,, et
x T
Tp_1 2 Tn. !

2.4 Densité

Théoréme : Densité de Q dans R.
Pour tout réels x < y, il existe un rationnel r tel que x < r < y.

Preuve : Soient z,y, 2,y des réels tels que z < 2/ < y' < y. Cherchons p,q € Zx N* tels que
2 < P <y’ ou encore gz’ < p < qy’. Une condition suffisante pour avoir un entier relatif entre gz’ et
q

qy’ estq(y'—2') > 1, donc les deux entiers ¢ = E(———)+1etp = E(qz’)+E(q(y' —2')) font laffaire.

y/ _ x/

Remarque : En fait il existe une infinité de rationnels entre x et y. Plus précisement, on a la version

séquentielle suivante : tout réel est limite d’une suite de rationnels. La suite n’est pas unique et on

.. . L nx| nx|+1

peut la choisir monotone. Pour = € R, les deux suites de terme général : x,, = u ouzx, = ¢
n

n
convergent vers x etona: x, < < y,.

Exercices : 1) On considére 'ensemble E = {r € Q/ * < 2}. Déterminer inf E et sup E.

2) Montrer que l'ensemble {r®* / r € Q} est dense dans R. (Indication : inspirez vous de la
démonstration du théoréme précédent ou de la remarque ci-dessus).

3) i) Soit (a,,) une suite réelle qui converge vers +oo. Montrer que pour tout z € R, la suite ( [an] )
a
converge vers z. "
ii) Retrouver la densité des ensembles R— Q et D dans R.
4) Soit f : R—R wune fonction monotone sur R telle que f(z) = z, Vz € Q. Montrer que

f(z) = z, Vo € R. (Indication : Utiliser les deux suites (x,) et (y,) définies dans la remarque ci-
dessus).

Probleme 7 : [3]. Déterminer toutes les applications f : R— R, monotones sur R telles que
[ +y) = f(2) + f(y), Yo,y € R.



3 Les Inégalités

3.1 Exemples particuliers

Exercice : Soient a, b, ¢ des réels strictement positifs. Montrer que

a b ¢
—+-+-2>3
b ¢ a

Solution : Méthode 1. Appliquer le résultat du probléme 6.
Méthode 2. Appliquer le résultat : 3+ 3 + 23 > 3ayz, Vo, y, 2 > 0.

Méthode 3. On suppose que ¢ > b > a > 0.

b a—b b—c¢c c¢c—a_ a—-b b—c c—a
_ — 3 = > = U.
Ona: b—l— + 3= b + + i + b + b 0

Les autres cas sont a traiter de la meme facon.

Probléme 8 : [2]. Soient «, 3,y des réels tels que o > 3 > v > 0.

2P

7+527+fy > a4 32+

3=
Solution : On va exploiter I'inégalité : (o« — 5)(5 — v)(a —v) > 0, pour montrer que

«
25+527 2'7_0[2_52_%20
p
ou encore

a%é—m+ﬁ%g—n+yﬂg—nzo
De (o — 8)(8 — 7v)(ac — 7) > 0, on obtient
(B =) + (7 — @) +7*(a = ) > 0.

On en tire que

207 g VB a
P -1z ol =TG-
Il s’en suit que
C-n+p -G -2z al D=y 25 -va-2

CQEFD.

Exercice : Inégalité de Bernoulli & application.
Soient = un réel tel que x > —1 et n € N. Montrer que

(1+2z)">1+nz

et déduire que pour tout entiers m,n > 1, on a
1 1
_|_

1 1 >1
(n+1)m  (m+1)n




3.2 L’inégalité du réordonnement

On appelle permutation o sur I'ensemble {1,..,n}, n > 1, toute bijection de cet ensemble sur lui
méme. C’est une facon de réordonner les éléments 1, .., n.

On a le résultat suivant :

Théoreme : Soient ay,..,an,bi,..,by, des réels. A chaque permutation o, on associe la somme S, =
n
E aibg(i). Alors S, est maximale lorsque les deux suites ay, .., ay, et by(1), .., by () SOnt rangées dans le méme
i=1

ordre d'inégalités, et est minimale lorsqu’elle sont rangées dans I'ordre inverse d'inégalités.

Preuve : Le max et le min de S, existent car le nombre de permutation est fini (= n!).

Montrons que toute permutation qui n’assure pas le méme ordre entre les deux suites a1, .., a,, et
bo(1)s -+ bo(n) NSt pas maximisante, soit donc o une telle permutation. Alors il existe 1 < k <[ < n,
tels que ax, > a; et by () < by ()

A partir de o, on construit la permutation ¢’ suivante ¢’ (i) = o(i), sii & {k,l}, o'(k) = o(l) et
o'(l) = o(k). La somme correspondante a ¢’ est donnée par

Sy = albo—(l) + ..+ akba(l) + ..+ albo(k) + ..+ anbg(n)

de sorte que Sy,r — Sy = (ar, — a1)(by(1) — bo(r)) > 0, ce qui permet de conclure.

Remarques: 1)Sionaa; < ap < ... <ayetb < by... < by, alors S, est maximale pour o = Id et
minimale pour o (i) =n — i+ 1.

2) On a l'interpretation commerciale suivante de l'inégalité du réordonnement : Si on regarde
chaque a; comme le prix d"un certain produit i et si b,(;) désige le nombre de pieces a vendre de ce
produit, alors 'R sinifie que 1’on gagne plus d’argent lorsque 'on vend cher la plus grande partie
de nos produits, et peu a bon marché, plutot que le contraire.

Exemple : Retrouver les deux inégalités 22 +y? > 2y etad + 3 + 23 > 3zyz, ot z,y, 2 > 0.

3.3 L’inégalité de chebychev.

Théoreme : Soient aq, .., ay, by, .., b, des réels.
1)Sias <ag <...<apetb <bg... < by,alorsona

n n

Z a;b; > %(Z ai)(z bi)
i=1

i=1 i=1
2)Sia; <as < ..<ayetby >by...> by, alorsona
n 1 n n
Z aib; < E(Z ai)(z bi)
i=1 =1 1=1
Preuve : On montre 1). 'R permet d’écrire

arby + .. + apb, > a1b1 + .. + anby,

a1b1 + .. + anby, > a1bo + .. + ap_1b, + apby,



arby + ..+ apby, > a1by, + ..+ ap—1bp—2 + anby_1-

En sommant terme a terme, on obtient la premiere inégalité.
La deusieme s’obtient de la méme fagon.

Remarque : On peut aussi établir 'inégalité précédente directement, en effet pour tout 1 < 4,5 <
n,ona: (ai — aj)(bi — b]) >0= Z (ai — aj)(bi — b]) > O, ce qu1 donne
1<i,j<n

nZazbl — (Z az)(z bl) Z 0
=1

=1 =1

Probléme 9 : Olympiades Morocaines, (2005) [4]. =,y et z sont des réels strictement positifs
vérifiant zyz = 1. Démontrer que

.’L‘3 y3 Z3

+90+2) Utro(+2)  Orpd+ta)

3
> 2
!

3.4 L’inégalité de la moyenne

Théoreme : Soient x1, .., x,, des réels strictement positifs. On a alors

n 1 n
(H fﬁz)% < - Zl‘z
i=1 et

n n
"y 1 . 1 ) . .
La quantité (H x))n (respectivement — E xy) est appelée moyenne géométrique (respectivement
n

k=1 k=1
arithmétique) des nombres z;, i = 1,..,n.

Preuve: Posonsay = ——+— k=1,.,neth, = —.
ag
D’apres l'inégalité du réordonnement, on a :
airbr + .. + anb, < arb, +a2by + ..+ anbn—h

soit

n < Zn: —
=1 (] =w)
k=1

S|=

ce qui donne le résultat.



Remarque : On peut aussi utiliser la concavité de la fonction In .

Exemple : Pour n = 2,3 on retrouve les inégalités connues suivantes : 22 4+ > 22y, Yo,y € R
et 2® + 9% + 23 > 3xyz, Va,y, 2z > 0.
Exercice : Soient x1, .., z,, des réels strictement positifs. Montrer que

oy, o I e

+—2=n
€2 €3 Tn—1 T
Solution : On a
1 1 x Ty Ty Tl T2 Ty Tyl
—(—+—=+.+ +—)>(—.—=. —)n =1
n ry I3 Tpo1  T1 To T3 Tp-1 T1

Probléme 10 : Olympiade francaise (2003) [3]. Soient a,b et c trois réels strictement positifs tels
que abc < 1. Prouver que

a b ¢
-t+-+;-2>a+b+c
c a b

Complément :
e L'inégalité de la moyenne permet d’avoir 1'inégalité suivante

n

. . 1 1 s
reliant la moyenne harmonique — E — ala moyenne géométrique.
n < xI;

i=1
e Appliquant I'inégalité de Chebychev, on obtient I'inégalité :

n

l <(l - 2)%
nzxz_ n;%

i=1
reliant la moyenne arithmétique a la moyenne quadratique.
e En résumé on a

3.5 L’inégalité de Cauchy-Schwarz

Cas du Plan : Soient a1, as, b1 et by des réels. Alors on a

a1by + agby < CL% —i—a%\/b% —|—b%

autrement dit si @(a1, ag) et b(by, by), alors |@.b| < ||@||.||b]| avec égalité si : (a1, as)// (b1, bs).

10



Théoreme : Soient aq, .., ay, bi,..,b, des réels. On a

Z a;b; < (Z af)(z b;)
i=1 i=1

i=1

avec égalité si IN € R tel que a; = \b;, Vi =1,..,noub; = Aa;, Vi =1,..,n.

Preuve : Méthode 1 : Poser A = (Z a?)(z b?) et B = (Z aib;)?

Remarquant d’abord que :

A= Z a?b? = Za262—|— i abj+ Y ajb

1<4,5<n 1<4,5<n 1<4,5<n
et
n n
B = ( ai alb CLJb = a; b + 2 aibiajbj
=1 i:1 1<4,5<n

de sorte que
A—B= Z (aibj — ajbi)Q

1<i,j<n

Méthode 2 : L'inégalité étant vérifiée dans le cas a; = 0, ¢ = 1,..,n, on peut supposer que
n n n
(a1, ..,an) # 0. Posons a = Za?, b= Zaibi etc= be
— , —

On considére le polynéme P(z) = az® — 2bx + ¢ dont le discriminant réduit est § = b* — ac.
n
Ona P(z) = Z(aix —b;)%>0, Vo € R, donc § < 0, ce qui permet de conclure.
i=1
Exercices : 1) Soit n € N*. Montrer que V(ag)1<k<n, (bx)1<k<n C R,

n

a)(D br) = Y aibj
k=1

1<ij<n

(

ol
||M:
I

2) Soit n € N*. Montrer que V(ax)1<k<n, (b)1<k<n C R,

n

dovai+u > (O a)?+ O ) (1)

k=1 k=1 k=1

(Indication : passer aux carrées et utuliser I’< de C.S bidimensionnelle).

3) Soit n € N*. Montrer que
V(@r)i1<k<n, (T1+ . +20)* <n(z]+ . +2;)

et donner le cas d’égalité.
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Probléme 11 : [2]. Soient a1, .., a,, n > 2 des réels. Montrer que

V2

n—1
Z \/az2 + (1 —aiy1)? > n-
i—1

Solution : On a

Var + (1 —a2)? 4+ Van1 + (1 —an)?+Van + (1 —a1)2 > V(a1 + ... +an)? + [n — (a1 + .. + an)]?

11 suffit alors de montrer que pour tout = € R, 2° + (n — 2)* > % et prendre z = Z a;.
k=1

Probleéme 12 : [1,2]. Soit n € N*. Considérons I’ensemble

En={)_\al+@k—1)2/ ) ap =17}
k=1 k=1

Montrer que 3! n € N, /min(E,) € N.

Solution : On a Z a?+ (2k—1)2 > (Z ag)? + (Z 2k — 1)2 = /n* + 172, autrement dit,
k=1 k=1 k=1

17(2k — 1
\/714%—7172 est un minorant de E,,. D’autre part /n* + 172 € E,,, (il suffit de prendre a), = %),
n
doncVn € N, min(E,) = Vn* + 172.
Supposons que \/nt 4+ 172 = p € N pour un certain n € N. Alors 172 = (p — n?)(p + n?), un

argumant arithmétique permet de montrer que n = 12.
N.B : Voir [1] pour d’autre méthodes.

3.6 L’inégalité triangulaire

Théoréme : Soient aq, .., an, b1, .., by, des réels. On a alors

n n n
D (ai+b)? <\ > ai+ | ) b
i=1 i=1 i=1
avec égalité si IN € RT tel que a; = \b;, Vi =1,.,noub; = da;, Vi=1,..,n

Preuve : L'inégalité triangulaire est équivalente a I'inégalité de Cauchy-Schwarz, en effet on a

n n n n n n n
Z(arﬁ-bi)zﬁ Za?+ Zb?@Z(ai+bi)2§Za?+Zb?+2 Za%
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

=1
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Remarques : 1) On a la version géométrique suivante : pour tous points A, B, et C' de 'espace
affine, on a
AB < AC+CB

avec égalité dans le cas C € [AB].
2) Pour n = 1, I'LT s’écrit |z + y| < |z| + |y|, Vz,y € R.
Exercices : 1) Retrouver (1) en utilisant ’< triangulaire.

2) Soit z un complexe tel que |z| < 1. Montrer que

n

[T +=*1<

i=1

- |2l

Solution : 2) D’apres I'< triangulaire, on a

n

T+ =) < JJa+1*)

i=1 =1
d’ou
it1 n+1
’ﬁ(l_l_ZT)‘ < Hznzl(l — |Z’2 ‘ ) _ 1— ‘2’2 1 )
palet IS (= 2%) L=z 71—

Probléme 13 : [1,2,4]. Soit (a,b,c) € R?, a,b,c > 0. Montrer que

\/a2+b27ab+\/b2+027b02\/a2+027ac

Solution : Ecrivons

2 32
9 .9 a® b a b .o
a“+b"—ab=—+—-—+(—=—-——F5), ...
RV NG
I'inégalité demandée découle de 1'inégalité triangulaire ; appliquée aux points
0 b i
a V2 V2
Al v2 |, B 0 , C % . (Les coordonnées étant par rapport a un R.O.N de l'es-
@ b 2
% NG 0

pace affine usuel).
N.B : Voir [1] pour d’autres méthodes.

Probléme 14 : [3]. Soit f une application de Q vers Q telle que |f(r) — f(p)| < k|r — p|*, Vr,p €
Q,ou k> 0.

Montrer que f est constante. (Indication : considérer, pour n € N* et a,b € Q tels que a < b, une

b—a
subdivision du ségment [a, b] en des sous-intervalles de longueur

et utiliser I'inégalité triangu-
laire..).
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4 Equations et inéquations fonctionnelles

Une équation (respectivement inéquation) fonctionnelle est une équation (respectivement inéquation)
dont I'inconnue est une fonction. On ne dispose pas de résultats généraux permettant de résoudre
ce type de problemes. Dans la suite on donnera, a travers quelques exemples, des idées qui peuvent
aider a surmonter ces difficultés. Généralement on procéde par condition nécessaire-condition suffi-
sante.

4.1 Quelques situations simples

Probléme 15 : (Slovénie 1999) [3]. Résoudre dans R” I’équation

fla=fy)=1-z—y
Solution : Soit f une solution possible, et soit 2 € R. On cherche a calculer f(z), d’ouI'idée de se
debarasser de y. En appliquant I’équation pour le couple (z + f(0),0), on obtient f(z) = —z+a, avec
a =1— f(0), 1l s’agit 1a d’une condition nécessaire sur une solution eventuelle f de notre équation.
Cherchons si cette condition est suffisante. Soit a € R et consiédrons la fonction f : x — —z + a. Une

telle fonction est solution ssi a = 3 En résumé il y a une seule solution: f : z — —x + 3

Probléme 16 : [3]. Résoudre dans R? 1’équation
Uptp = Up T Up.

(Indication : Calculer les premiers termes et conjoncturer).

4.2 Versions séquentielles de quelques propriétés topologiques

Théoréme : Une fonction f est continue en un point xo € I, (I étant un intervalle C D f) si, pour toute
suite (x,,) qui converge vers xo, la suite f(x,,) converge vers f(xo).

Preuve : La démonstaration, laissée en exercice, est basée sur la définition de la continuité en un point et
celle de la limite d’une suite.

Probléme 17 : (Sueéde 1962) [3]. Déterminer toutes les fonctions f : R— R telles que, pour tout
réel z et tout rationnel , on a :

|[f(z) = f(r)] < 7(z =),

Solution : Méthode 1 : On commence d’abord par montrer que 1'inégalité s’étend au cas ou r €
R. Soit donc y € R, et soit (r,,) une suite de rationnels qui converge vers y.

Ona |f(y) — f(rm)| < 7(y — ry)?, a la limite on obtient que f(r,) tend vers f(y). On applique
maintenant I'inégalité pour x et 7,,, ce qui donne a la limite | f(z) — f(y)| < 7(z — y)?, ceci permet de
déduire que f est dérivable de dérivée nule sur R, ou encore que f est constante.

Meéthode 2 : Inspirer vous de la technique utilisée dans le probléeme 14, (voir [3] pour les détails).

Probleme 18 : [3]. 1) Chercher toutes les fonctions définies et continues sur R telles que pour
toutz,y € R,ona

fx+y) = f(z)+ f(y)
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2) Chercher toutes les fonctions définies et continues sur R telles que pour tout z,y € R, on a

flx+y) = f(2)f(y)

3) Chercher toutes les fonctions définies et continues sur R* telles que pour tout z,y € R*, on a
fley) = flz) + f(y)

4.3 Points fixes d’une fonction

Soit f : R— R une fonction, et soit a € R. On dit que a est un point fixede f sia € Df et f(a) = a.

Remarque : S'il existe un itéré f*, k € N de f qui a un point fixe unique, alors f admet un point
point fixe unique.

Probléme : I) Soit f une fonction définie sur un segment [a, b] telle que f([a,b]) C [a, b].
On suppose que f vérifie la condition suivante :

V(z,y) € [a,b]%, z #y=|f(z) — fy)] < |z —y (2)

Le but ici est de montrer que f possede un point fixe unique c dans [a, b|.
1) Montrer que si c existe, alors il est unique.
2) Existance de ¢ : On considere la fonction g suivante :

g: [a,b] — IR
r o — |f(x) -2

i) Montrer que g admet un minimum m.
ii) Montrer que m = 0. En déduire l'existance de c.

3) Retrouver le résultat en utilisant le théoréme des valeurs intermédéaires.
4) Dans cette question, on remplace la condition (2) par la suivante :

V(z,y) € [a,0]*, |f(x) = fW)| < |z —y]

Discuter dans ce cas les résultats des questions 1) et 2) tout en donnant un exemple.

II) Soit f : [a,b] — R une fonction continue et injective sur [a, b].
On veut montrer que f est strictement monotone sur [a, b]. Soit (a, 8) € [a,b]* / f([a,b]) = [f(), f(B)].
1) On suppose que o < f3.

i) Montrer que« = aet 3 =0

ii) Supposons que 3 (x,y) € [a,b)*> / = < yet f(z) > f(y). Montrer que 3¢ >y / f(z) = f(t), et
déduire que y < x.

2) Conclure.

IMI) Soit f : [a,b]) — [a, b] une fonction vérifiant :

V(z,y) € [a, b, [f(z) = fFy)| = |z -y

et soit ¢ € [a, b] tel que f(c) =c¢
1)a— Justifier I'existance de c.
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b— Montrer que f est strictement monotone sur [a, b].
2) En déduire I'expression de f.

IV) On considere une fonction f : [a,b] — [a, b] continue sur [a, b] et telle que :

¥(z,y) € [a,b]%, |f(2) = f(y)| > |z — ]

1) Montrer que f est strictement monotone sur |a, b].
2) Montrer que f = id[, oubien f = (a + b) — id[, ).

V) 1) Montrer que toute fonction f définie et continue sur un intervalle I et vérifiant
f(z) # 0,Vx € I; garde un signe constant sur I.
2) Soit f une fonction définie et continue sur un segment [a, b] et vérifiant :

[a, 6] € f([a,]) )

a— Montrer que la condition (3) est équivalente a {a, b} C f([a,]).
b— Montrer que f admet au moins un point fixe dans [a, b].

Thoéréme : Suites réccurentes.
Soit f une fonction définie sur un intervalle I telle que f(I) C I, alors on peut définir une suite (uy,) par :
Un+1 = f(up), wo = a € I. Side plus (uy) est convergente de limite | € I et f est continue sur I, alors

f =1
Remarque: Sil ¢ I, on peut se contenter du prolongement par continuité de f.

Propriétés de la suite (u,,) :

— Cas ou f est croissante : (uy,) est alors monotone, et la nature de cette monotonie est déterminée par les
deux premiers termes. Donc si, par exemple, I est borné, la suite est convergente et le résultat précédant
s’applique pour calculer la limite.

— Cas ou f est décroissante : f o f est alors croissante, ceci conduit a considérer les deux suites (uay,), et
(u2n+1), on se ramene alors au cas précédant. Si, par exemple, I est borné et si f o f admet un point fixe
unique dans I, alors im(usay,) = lim(ugp41) et (uy,) est alors convergente.

Exercice : On considere la fonction f = sin. Montrer que pour tout a € R, la suite (f"(a)) est

convergente. (f°=1id, f*=fofo.of, nfois).

Probléeme 19 : [1,2]. Soit (a,,) C R une suite telle que a; € R et ap+1 = 1 + ajaz...ay. Etudier la
n
1
convergence de la suite (a,), et calculer la limite de la suite de terme général E — lorsqu’elle est
— a4
i=1

bien définie.

Probleme 20 : [3]. Trouver toutes les applications f : [0,1] — [0, 1] strictement croissantes et
continues telles que :
f(x) + f(x) = 2z, Vo € [0,1]

(Indication : Montrer que pour tout z la suite définie par ug = = et u,,+1 = f(uy) est arithmétique).
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4.4 Polynémes
Exercice : Soit le polyndme P(x) = 22 + 9z + 6, et soient 1, T, x3 ses racines dans C. Calculer

2 2 2
x| + 25 + x3.

Probleme 21 : [1]. Olympiade francaise 2007, (Romaine 1995). Trouver tous les polynomes P de
degré impair ou inférieur ou égal a zéro, tels que pour tout réel x,

P(x?) = P(x)P(x — 1).
On rappelle que YA € R, deg(\) = 0, si A # 0 et deg(0) = —oc.

Solution : Il est clair que les seuls polyndmes constants qui vérifient 1’équation sont 0 et 1. Suppo-
sons que deg(P) est un entier impair, alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, P admet

une racine réelle o. Il est alors clair que les o®", k €N sont des racines de P, quisont2a?2 # lorsque
a ¢ {—1,0,1} auquel cas P est le polynéme nul.

Supposons maintenant que o € {—1,0, 1}. Alors on peut voir qu’on peut se ramener au cas o = 1.
Ceci implique que 4 est aussi une racine de P, ce qui nous ramene au cas précédent.

Probléme 22 : [1]. Soit P un polyndme a coéfficients réels tel que P(z) > 0, Va € R. Prouver qu’il
existe des polyndmes Py, P» a coéfficients réels tels que :

P =P} +P;.

Solution : Si le polyndme P n’est pas constant, il s’écrit sous 'une des formes :

P(z) = Az — a)?, Plx) = A[[(=* + aix + b;), P(z) = A ][ (= — )* [[(2® + qiz + B3),
=1 =1 =1 =1

ol A, oy, a;, b; sont des réels tels que A > 0 et a? —4b; < 0, i = 1,..,m. Il suffura donc de montrer
que 'ensemble {Q* + R? / Q, R € R[X]} est stable par rapport a la multiplication, ce qui peut se faire
en utilisant I'identité de Lagrange suivante :

(a® + ) (c* 4 d*) = (ac — bd)? + (ad + be)?,

pour tout a, b, ¢, d € R, qui découle de la propiété du module dans C: |z2'| = |z||2/].

m
Probléme 23 : Soit P(X) = AJ[(X — a;)* € RX] ot A € R, m € N*, (ai)i<icm C R et
=1

(@i)1<i<m C N*. Montrer que P” P < P’? et donner le cas d’égalité.

5 Problémes d’entrainement

I. Olympiades Bulgares, (1996) [1]. Soit (a,) C R une suite telle que a; = 1 et ap+1 = % +

n
P Vn > 1. Montrer que pour toutn > 4, ona: [ai] =n.
n

II. Olympiades Morocaines, (2004) [4]. a, b et ¢ sont des réels vérifiant a? + b* + c* = 3.
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Démontrer que
la| + 1b] + |¢| — abe < 4.

III. USA, (1978) [3]. Soient a, b, ¢, d, e des réels tels que
a+b+ct+d+e=8¢et a®>+b>+*+d*+e=16.

Quelle est la valeur maximale de e.

IV. Olympiades internationales, (2008) [3]. (a) Montrer que

2 2 2
X z
Y > 1

o1 o T EonE”

pour tous nombres réels x, y, z différents de 1 et vérifiant zyz = 1.
(b) Montrer qu’il existe une infinité de nombres rationnels x, y, z différents de 1 et vérifiant zyz =
1 pour lesquels 'inégalité ci-dessus est une égalité.

3

V. Olympiades Morocaines, (2009) [4]. Montrer que I'équation 2° —2z—1 = 0 admet trois solutions

distinctes «, 3 et vy et calculer la somme

lta 1+8  1+7y

S_l—a 1-8 1—+

VI. Olympiades internationales, (1988) [1]. Montrer que l'ensemble des réels = qui vérifient
70
k 5
I'inéquation Z A > 1 est la réunion d’intervalles disjoints dont la somme des longueurs a
z —
k=1

pour valeur 1988.

VII. Olympiades chinoises, (1992) [1]. Soient ay, a1, .., a,, des réels tels que
0<ap<a; <. <ap_1 <1 Soit A une racine complexe du polyndme P(z) = z" + an_12" 1+
..+ a1x + ag vérifiant |\| > 1. Prouver que \" ™! = 1.

VIIIL. Olympiades Morocaines, (2004) [4]. Déterminer toutes les applications f définies sur R et
telles que :

fafy) = flay) +,
pour tout z,y € R.
IX : Olympiades francaises, (2004) [3]. Déterminer tous les couples (a, b) de réels positifs ou nuls

pour lesquels il n’existe qu'une seule fonction continue f : R— R vérifiant I'équation fonctionnelle
suivante :

f(f (@) + fz) = ax + b,

pour tout x € R.

X: Olympiades frangaises, (2003) [3]. On considere I'ensemble des fonctions f : N* — N* vérifiant
I'équation fonctionnelle suivante : Vs € N*,Vt € N*,  f(t*f(s)) = sf(t)*

1) Prouver que la valeur minimale de f(2003) lorsque f parcourt I’ensemble précédent est 2.
2) Déterminer la valeur minimale de f(2002) lorsque f parcourt I’ensemble précédent.

18



6 Sujet du concours & corrigé

UMI-ENSAM-AREF : Mekneés-Tafilalt
Epreuve O2A. 2009-2010
Durée : 4h.

Exercice 1
Déterminer les mesures des angles d'un triangle rectangle ABC'tel que M est le milieu de I’hypothénuse [BC|

et AM? = AB - AC.

Exercice 2
Déterminer le plus grand entier n tel que n + 10 divise n® + 100.

Exercice 3
Les deux questions sont indépendantes.

1. On considere des entiers 0 < | < k < n. Montrer que

n\ (k\ _(n)\ [(n—1

kJ\1) \i)\k-=1)"
en utilisant une méthode combinatoire en comptant de deux fagons différentes le nombre de couples
(L, K) tel que L, K sont deux sous-ensembles de [n] avec L C K et |[K| =k, |L| = 1.

2. Quel est le nombre chromatique du graphe G = (V, E) de la figure FIG.1 ci-dessous et donner un
coloriage avec x(G) couleurs.

Exercice 4
On considere deux nombres réels a et b strictement positifs tel que a + b = 1. Montrer que

1, 1, 25
- b4 2)2 > 22
(at 3P+ (b+-)22 2

Exercice 5
! Trouver une progression arithmétique (uy,) infinie d’entiers naturels telle qu’aucun terme u,, n’est la somme

de deux cubes parfaits. En d’autres termes, il n’existe aucune paire (a,b) d’entiers naturels telle que u,, =
3,13
a” +b°.

!supplémentaire
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FIG. 1-Graphe G:V = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j} Les arétes E sonts représentées par des traits reliants
les sommets

Corrigé

Exercice 1. Posons = = sin(B) et y = sin(C). Le triangle ABC, étant rectangle en A, on a 2 + y* =

AC AB  AM? 1 : .
= —— = —. Autrement dit z° et y* sont les deux racines du

1. D’autre part on a zy = BC BO - BOP 1

trindbme 1
X2-X+—-=0
+ 16
o A o 2 _2-V3 .
Donc, tenant compte de la symétrie des roles de x et de y, on peut écrire 2* = 1 En utilisant
1-— 20 ~ A D
la relation trigonométrique sin?(§) = (:(235()/ on déduit que B= % et par suite C= 1—7;
Exercice 2. De n = —10 [n + 10], on tire n® + 10> = 10® — 10? [n 4 10], et par conséquant on a
n+10[n% + 10% & 10° — 102 = 0 [n + 10] < n + 10[10° — 10?
La valeur maximal cherchée de n est donc celle pour laquelle on n + 10 = 10° — 10 ie. n =

10% — 10% — 10 = 890.

Exercice 3. 1. On va utiliser le principe fondamental du dénombrement. On a C!, fagon pour choi-

sir la partie L, une fois fixé L, on a C*~! fagon pour compléter L en vu de former une partie a k

élémants : K O L, ce qui donne C.,C*~! possibilités pour former le couple (L, K). En faisant de méme,

en commencant cette fois par choisir K, on obtient la relation demandée.
2. Comme G possede un sous-graphe complet de taille 5, alors on a x(G) > 5. De plus la figure

FIG.2 ci-dessous montre que 1’on peut réaliser une coloration de G en 5 couleurs. Par conséquent
x(G) = 5.
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FIG. 2 - (x) représente la couleur x. Exp : b (1) signifie que le sommet b a la couleur 1.

N.B. On peut aussi montrer que x(G) < 5 par le Théoréme de Brooks (1941), qui s’applique ici
puisque le graphe G est connexe, de degré maximal 5 et n’est ni complet ni un cycle impair.

1

a—+ -
Exercice 4. En appliquant I'’< de Cauchy-Schwartz aux vecteurs f et ( 1 > , on obtient

b —

T

1 1 1 1 1
2 =P+ (b+-)H) > b+-+-) =1 2
(at )+ 0+ = (atbt T4 3)" =0+ 77—
une condition suffisante pour avoir 'inégalité
Lo Lo
(a+ g) +(b+ )7 =25 (3) (4)
est que
1
1 >
* a(l—a) — g

ou encore (puisque 0 < a < 1), 4a® — 4a + 1 > 0 ce qui est vrai.

N.B. De . ) |
@t 3l + 0+ 2092 M+ a0

b

1
on déduit qu’on a égalité dans (4) ssi 4a® — 4a +1 > Osoita = b = 3
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On peut aussi obtenir ce dernier résultat, en utilisant le fait que I’= dans C.S a lieu ssi

1
a+ - 1 1 1
b //<1>@a+:b+<:>a:b:

(tenant compte du faitque 0 < a,b<1 et a+b=1).

Exercice 5. Il s’agit de chercher o € N, r € N* tels que 7n,a,b e N/ a+rn = a® +b3. Pour cela, on
va se contenter de la congruence, plus précisement on va chercher a € N, r € N* de sorte que pour
tousa,b € N onaa® +b% # o [r].

Modulo 7, on a a® € {0,1,6} et donc (toujours modulo 7) a® + b* € {0,1,2,5,6}. Donc la suite
u, = 3 + 7n fait I'affaire.
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